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GEOMETRIE  NON  EUCLIDIENNE, 


Paul  STAGKEL  et  Friedrich  ENGEL. 


Traduit  par  L.  LAUGEL. 


Math.  Annalen,  t.  XLIX,  Cahier  2,  p.  149  à  167;  1897. 


1.  Lorsque  dans  la  cinquième  Section  de  notre  Ouvrage  :  Die 
Théorie  cler  Parallellïnien  von  Euklid  bis  au/  Gauss,  eiiie 
Urkundensammlung  zur  Vorgeschichte  der  nichteuklidischeii 
Géométrie  (Leipzig,  1896)  (^),  nous  avons  réuni  toutes  les  re- 
marques de  Gauss  sur  les  «  premiers  principes  de  la  Géométrie  » 
qui  nous  étaient  accessibles,  nous  déclarâmes  que  cette  Section  se 
trouvait  tout  à  fait  incomplète  (p.  v  et  216)  (2)  et  que  les  maté- 
riaux dont  nous  disposions  ne  suffisaient  pas  pour  distinguer 
les  rapports  entre  les  recherches  des  deux  Boljai  et  celles  de 
Gauss  (p.  242). 

Les  circonstances  aujourd'hui  sont  plus  favorables  et  nous  le 
devons  surtout  à  la  persévérance  et  aux  sacrifices  de  M.  Franz 
Schmidt,  architecte  à  Budapest,  qui  depuis  trente  ans  a  travaillé 


(')  Comparer  le  compte  rendu  de  ce  Livre,  par  M.  Hadamard,  dans  le  Bulletin 
des  Sciences,  p.  279,  série  II,  t.  XX,  novembre  1896.  (  L.  L.  )• 

(-)  Ici  et  dans  la  suite  les  numéros  de  pages,  données  sans  autre  indication,  ont 
trait  à  notre  Livre,  déjà  cité,  sur  la  Théorie  des  parallèles. 

L.  I 


sans  répit  à  cclairclr  cL  à  exposer  ia  part  des  deux  Boljai  dans 
l'historique  de  la  Géométrie  non  euclidienne.  La  Société  Rojale 
des  Sciences  de  Gôttingue,  en  décembre  1896,  a  mis  à  sa  dispo- 
sition, d'une  manière  dont  on  ne  saurait  trop  la  remercier,  une 
copie  de  la  Correspondance  de  Gauss  et  Wolfgang  Boljai,  et, 
d'accord  avec  M.  Schmidt,  l'un  de  nous  a  fait  paraître  un  extrait 
mathématique  de  ces  Lettres  dans  les  Gottinger  Nachrichten{^). 
Nous  reproduisons  ici  ces  lettres  en  j  ajoutant  la  théorie  de 
Gôttingue  relative  aux  parallèles  de  Wolfgang  Bolyai,  qui  était 
jointe  à  sa  Lettre  du  16  septembre  i8o4  et  dont  le  défaut  de  temps 
avait  empêché  la  publication  dans  les  Gôttinger  Nachrichten. 
Pour  en  faciliter  la  lecture,  à  côté  du  texte  latin,  nous  avons 
juxtaposé  une  traduction  allemande  de  cet  important  Mémoire  de 
\V.  Bolyai  (2). 

Mais  nous  devons  encore  plus  à  M.  Schmidt.  En  collaboration 
avec  son  fils,  M.  le  professeur  Martin  Schmidt  de  Presbourg,  il 
s'est  remis  à  l'étude  des  papiers  laissés  par  les  deux  Boljai  et  a 
bien  voulu  nous  faire  une  série  de  Communications  sur  leurs 
découvertes;  nous  en  avons  déjà  employé  une  partie  dans  notre 
Théorie  des  lignes  parallèles.  Il  nous  a  notamment  donné  accès 
à  quelques  écrits  jusqu'ici  inconnus,  en  langue  magyare,  relatifs 
aux  deux  Bolyai,  qui  forment  un  supplément  plein  de  valeur, 
nou's  dirons  plus,  indispensable,  aux  Lettres  de  Gauss  et  de 
Wolfgang  Bolyai. 

2.  Dans  des  Lettres  à  Taurinus  (8  novembre  1824,  p.   249),  à 


(')  Mittheilwigen  aus  dem  Briefwechsel  von  Gauss  und  W.  Bolyai, 
von  Paul  Stackel.  {Gôttinger  Nachrichten;  Matheniatisch-physikalische 
Classe,  Jahrgang  1897,  Heft  1). 

(2)  Voir  p.  i68-2o5  des  Math.  Annalen,  t.  XLIX  (  1897  )i  Cahier  2.  —  Il  n'a  pas 
semblé  nécessaire  de  traduii-e  en  français  ce  travail  publié  en  latin  et  traduit  en 
allemand  et  annoté  par  MM.  Stackel  et  Engcl.  L'intérêt  en  est  surtout  documen- 
taire, comme  M.  Engel  a  eu  la  bonté  de  me  le  faire  remarquer,  en  ce  sens  que  l'on 
y  voit  clairement  que  les  idées  de  W.  Bolyai  n'ont  eu  aucune  influence  sur  celles 
de  Gauss.  D'autre  part  ce  travail  ne  peut,  à  aucun  titre,  être  rangé  parmi  ceux 
des  précurseurs  tels  que  Saccheri,  Lambert,  etc.,  car  W.  Bolyai,  en  cherchant 
uniquement  à  établir  ce  «  que  l'on  ne  pourra  jamais  établir  a  priori  »  (Johann 
Bolyaf,  au  titre  de  l'Appendice),  fait  encore  partie  des  naufragés,  qui  ont  échoué 
sur  le  groupe  d'écueils  dont  parle  Gauss  dans  sa  réponse  à  la  Lettre  d'envoi 
du   MruKMrc.  ,  (L.  L.). 
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Bessel  (27  janvier  1829,  p.  226)  et  à  Schumacher  (17  mai  i83i, 
p.  280  et  28  novembre  i84^3,  p.  225),  Gaiiss  dit  qu'il  s'était 
occupé  depuis  déjà  très  longtemps  de  la  théorie  des  parallèles,  et 
la  réunion  de  ses  diverses  indications  permet  de  fixer  comme  point 
de  départ  de  ses  a  méditations  »  l'année  1792.  Il  est  vrai  que  la 
Lettre  à  Bolyai,  du  6  mars  i832,  assigne  une  date  plus  moderne, 
1797  au  plus  tôt,  mais  la  Lettre  à  Boljai  du  16  décembre  1799 
montre  que  les  travaux  de  Gauss  sur  les  Premiers  principes  de 
la  Géométrie  étaient  déjà  bien  avancés,  et  son  affirmation,  que 
«  la  voie...  ne  conduit  pas  au  but  que  l'on  cherche  et  que  tu 
affirmes  avoir  atteint  (*),  mais  conduit  plutôt  à  mettre  en  doute 
l'exactitude  de  la  Géométrie  »,  jointe  à  la  remarque  suivante  : 
«  Il  serait  bien,  en  effet,  possible,  quelque  éloignés  entre  eux  que 
l'on  choisisse  les  trois  sommets  du  triangle  dans  l'espace,  que 
néanmoins  son  aire  fût  toujours  inférieure  (^iiifra)  à  une  limite 
donnée  »,  ne  peut  guère  s'expliquer  autrement  qu'en  supposant 
que  Gauss,  en  1799,  avait  déjà  poursuivi  dans  ses  conséquences 
l'hypothèse  de  la  non-exactitude  du  cinquième  postulat  d'Euclide, 
comme  l'avaient  déjà  fait  avant  lui  Saccheri  (1733)  et  Lam- 
bert (1766). 

Comparée  à  la  Lettre  du  16  décembre  1799,  celle  du  25  no- 
vembre 1804  montre  un  certain  pas  en  arrière.  Gauss  y  parle 
d'écueils  contre  lesquels  ont  échoué  ses  méthodes  de  recherche, 
et  il  continue  en  disant  :  a  J'ai  cependant  toujours  l'espoir 
que  ces  écueils  finiront,  avant  la  fin  de  ma  vie,  par  me  livrer 
enfin  passage...;  crois-moi,  cela  me  réjouirait  du  fond  du  cœur 
si  tu  me  devançais  et  si  tu  réussissais  à  surmonter  tous  les  obs- 
tacles.  » 

Nous  pouvons  en  conclure  que  ce  n'est  donc  pas  par  une  intui- 
tion de  génie  que  Gauss  est  arrivé  à  reconnaître  que  la  Géométrie 
non  euclidienne  est  logiquement  inattaquable,  mais  qu'il  a  dû,  au 
contraire,  livrer  un  rude  combat  contre  l'anti(jue  préjugé;  cela 
coïncide  avec  ce  qu'il  dit  en  1824  dans  sa  Lettre  à  Taurinus,  où  il 


(  '  )  Ces  mots  en  italiques  manquent  dans  la  reproduction  de  celte  Lettre  donnée 
par  M.  le  conseiller  privé  Schering  à  l'occasion  des  fêtes  du  Centenaire  de  Gauss, 
en  1877.  ^^s  mots  nous  semblent  avoir  une  importance  essentielle  pour  dis- 
tinguer les  rapports  entre  les  recherches  de  Gauss  et  celles  de  W.  Bolyai, 


_  4  — 

parle  de  ses  vains  eflTorts  «  pour  découvrir  une  contradiction,  une 
inconséquence  dans  cette  Géométrie  non  euclidienne  ». 

Il  est  vrai  que  nous  n'avons  pas  de  données  plus  exactes  sur  le 
développement  des  idées  de  Gauss,  car  nous  rencontrons  ici  une 
grande  lacune  dans  la  correspondance  entre  lui  et  W.  Bolyai  ; 
nous  n'avons  ensuite  que  quelques  lettres  dont  le  contenu  est  pu- 
rement amical;  mais,  de  1808  à  1882,  Gauss  n'a  rien  écrit  à  l'ami 
de  sa  jeunesse,  et  nous  n'avons  qu'une  J^ettre  de  Boljai  à  Gauss 
relative  à  des  choses  personnelles  et  qui  resta  sans  réponse.  INous 
sommes  ainsi,  pour  ce  laps  de  temps,  réduits  à  d'autres  sources 
qui  sont  peu  abondantes;  en  effet,  Gauss,  persuadé  que  «  le 
nombre  des  vrais  géomètres  est  extrêmement  restreint,  et  que  la 
plupart  des  gens  ne  sont  capables  ni  déporter  un  jugement  sur  les 
difficultés  de  pareils  travaux  ni  même  de  les  comprendre  »,  crai- 
gnait ((  les  clameurs  des  béotiens  »,  et  était  extrêmement  réservé 
relativement  à  ses  recherches  sur  la  Géométrie  non  euclidienne. 
Ainsi  s'explique  que  dans  ses  Analyses  (')  de  18 16  et  1822 
(p.  220  et  223),  il  laisse  seulement  entrevoir  sa  véritable  pensée, 
et  qu'il  n'octroie  un  coup  d'œil  sur  ses  découvertes  qu'à  des  amis 
éprouvés,  comme  Gerling  (i8ig,  p.  246),  Bessel  (27  janvier  1829, 
p.  226)  et  Schumacher  (12  juillet  i83i,  p.  232).  Ce  n'est  qu'en 
apparence  que  la  Lettre  à  Taurinus  (8  novembre  1824,  p.  249) 
semble  faire  une  exception;  en  effet,  Gauss  enjoint  expressément 
à  celui-ci  de  garder  le  silence  sur  ses  communications. 

11  est  malheureusement  impossible  de  se  faire,  à  l'aide  de  ce 
petit  nombre  d'indications,  une  idée  de  la  voie  qu'a  suivie  Gauss 
dans  les  recherches  qui  le  conduisirent  à  «  développer  d'une  ma- 
nière parfaitement  satisfaisante  »  la  Géométrie  non  euclidienne, 
de  manière  «  à  pouvoir  résoudre  tout  problème  de  celle-ci  »  dès 
1819.  Le  fait  que  la  correspondance  actuelle  entre  Gauss  et  W. 
Bolyai  nous  permet  d'arriver  à  une  certaine  conclusion  sur  ce 
sujet  n'en  est  que  plus  important. 

Le  6  mars  i832,  en  effet,  Gauss  écrit  de  nouveau  à  son  inou- 
bliable amij  qui  lui  avait  envoyé  V Opuscule  de  son  fils  Johann 
Bolyai,   c'est-à-dire  V Appendix   :   «    Le  contenu  tout  entier  de 


(')  Goltingische  Gclekrte  Anzeigcu.  (L.  L.). 


rOuvrage,  la  voie  qira  frajée  ton  fils,  les  résullats  auxquels  il  a 
été  conduit,  coïncident  presque  entièrement  avec  les  propres  mé- 
ditations qui  ont  occupé  mon  esprit  en  partie  depuis  déjà  trente  à 
trente-cinq  ans.  Aussi  ai-je  été  complètement  stupéfait.  )> 

Peu  de  temps  auparavant,  le  17  mai  i83i,  Gauss  écrivait  à 
Scliumaclier  :  «  Depuis  quelques  semaines,  j'ai  commencé  à 
mettre  par  écrit  quelques  résultats  de  [mes  propres  méditations 
sur  ce  sujet,  qui  remontent  en  partie  à  quarante  ans,  et  dont  je 

n'avais  jamais  rien  rédigé Je  ne  voudrais  pourtant  pas  que  tout 

cela  périt  avec  moi.  »  L'on  comparera  à  cela  ce  qu'il  écrit  dans  la 
Lettre  précitée  à  Wolfgang  Bolyai  :  «  Quant  à  mon  travail  per- 
sonnel, dont  d'ailleurs  j'ai  confié  peu  de  chose  jusqu'ici  au  papier, 

mon  intention  était  de  n'en  rien  publier  de  mon  vivant C'était 

au  contraire  mon  idée  de  mettre  avec  le  temps  tout  ceci  par  écrit, 
afin  qu'au  moins  cela  ne  périsse  pas  avec  moi.  Aussi  est-ce  pour 
moi  une  agréable  surprise  de  voir  que  cette  peine  peut  maintenant 
m'être  épargnée.  » 

D'après  ce  qui  précède,  il  y  a  lieu  de  craindre  que  Gauss  n'ait 
pas  poursuivi  la  rédaction  de  ses  méditations,  et  il  ne  sera  peut- 
être  jamais  possible  de  résoudre  la  question  de  savoir  si  Gauss  a 
relié  la  Géométrie  non  euclidienne  à  ses  Disquisitiones  circa 
superficies  curvas  et  s'il  connaissait  déjà  ce  fait  que  sa  Géométrie 
non  euclidienne  est  valable  pour  les  triangles  géodésiques  sur  les 
surfaces  à  courbure  constante  négative,  et  si,  par  conséquent,  en 
1854,  il  s'est  rencontré  avec  Riemann,  comme  il  l'avait  fait  en 
i832  avec  Johann  Boljai. 

3.  Wolfgang  Boljai  (*),  né  le  5  février  1770,  après  de  longues 
hésitations  sur  le  choix  d'une  carrière,  se  rendit  en  1796  à  léna, 
où  étudiait  alors  son  ami  et  patron  le  baron  Simon  Keménv. 
«  C'est  alors,  en  me  promenant  sur  les  rives  de  la  Saale,  que  j'en- 


(')  Comme  source  pour  ce  qui  suit,  nous  avons  fait  Usage  d'une  biographie  de 
Wolfgang  Boiyai  par  Joseph  Koncz,  parue  en  1887  dans  le  Programme  du  Col- 
lège évangélique  réformé  de  Afaros  Vàsàrliely,  traduite  en  allemand  par  M.  le 
Prof.  Martin  Schmidt;  ce  programme,  joint  à  quclqu<'s  autres,  a  été  réuni  à  une 
Histoire  du  Collège^  et  s'y  trouve  imprimé  p.  271-388.  Dans  cette  biographie 
sont  reproduites  quelques  indications,  que  donna  W.  Boiyai  lui-môme  en  i84o  sur 
-i  \i<  .  n  (ju'il  envoya  à  la  Société  des  Savants  hongrois  de  Budapest. 
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trai,  avec  mes  connaissances  restreintes  et  en  désordre,  dans  cette 

voie   où  je  me  trouve  encore   dans  ma  vieillesse Nous  nous 

rendîmes  à  Gottingue  [vers  l'automne  de  1796],  où  nous  pûmes 
être  reçus  par  Kœstner  et  Lichtenberg,  et  j'y  fis  alors  la,  connais- 
sance de  Gauss  qui  y  étudiait  [depuis  l'automne  de  1793],  et  dont 
je  suis  encore  aujourd'hui  l'ami,  mais  combien  loin  de  pouvoir 
me  comparer  à  lui.  Il  était  très  modeste  et  très  réservé;  ce  n'est 
pas  trois  jours,  comme  avec  Platon,  mais  pendant  des  années, 
qu'on  eût  pu  vivre  avec  lui  sans  reconnaître  combien  il  était 
grand.  Quel  malheur  pour  moi  de  n'avoir  pas  su  ouvrir  et  lire  ce 
livre  sans  titre  et  muet,  je  n'avais  pas  idée  de  l'étendue  de  son 
savoir,  et  lui,  envoyant  mes  goûts,  m'estima  beaucoup  sans  savoir 
combien  j'étais  peu  de  chose.  Ce  qui  nous  unit  fut  notre  passion 
commune  (qui  ne  se  révélait  pas  extérieurement)  pour  les  Mathé- 
matiques et  notre  conformité  morale,  de  sorte  que  souvent, 
occupés  chacun  de  nos  propres  pensées,  nous  nous  promenions 
ensemble  pendant  des  heures  sans  dire  un  mot.  » 

Ces  communications  de  W.  Bolyai  même  sont  complétées  par 
des  paroles  que  Gauss  doit  avoir  dites,  comme  le  raconte  Sartorius 
von  Waltershausen,  dans  le  cours  des  années  précédentes.  «  Bolyai 
est  le  seul  qui  ait  jamais  su  entrer  dans  mes  idées  métaphysiques 
relatives  aux  IVJathématiques  »  (*). 

Avant  le  départ  de  Bolyai,  le  9  juin  1799,  pour  retourner  dans 
son  pays,  il  se  trouva  une  dernière  fois  avec  Gauss  à  Clausthal 
dans  le  Harz,  le  24  mai  1799;  Gauss  avait  déjà  quitté  Gottingue 
vers  l'automne  de  1798  et  était  retourné  à  Brunswick.  Il  est  pro- 
bable que  les  deux  amis  se  sont,  en  cette  occasion,  entretenus  sur 
la  question  des  parallèles;  en  effet,  après  que  Bolyai,  le  11  sep- 
tembre 1799,  lui  eut  annoncé  de  Budapest  son  retour  dans  ses 
foyers,  Gauss  lui  écrit,  le  9  décembre  1799  -  «  Je  regrette  bien  de 
n'avoir  pas  profité  de  notre  voisinage  rapproché  d'autrefois  pour 
connaître  davantage  tes  travaux  sur  les  premiers  principes  de  la 

Géométrie Fais-nous  donc  bientôt  connaître  ton  travail.  »  Ce 

travail  où  Bolyai,  comme  il  l'avait  annoncé  à  Gauss,  dit  qu'il  est 


(')  Sautorius  von  Waltkushausen,  Gauss  zum  Gedàchtniss.  Leipzig,  j» 


parvenu  à  dcnionlrer  le  cinquième  postulat  d'Euclide,  est  bien 
celui  cité  dans  la  Lettre  du  i6  septembre  i8o4  et  envoyé  à  cette 
date  à  Gauss  sous  le  nom  de  Théorie  de  Gottingue  relative  aux 
parallèles,  et  dont  nous  devons  ainsi  fixer  l'origine  entre  l'au- 
tomne de  1798  et  le  mois  de  juin  1799. 

A  Gottingue  même,  Bolyai  n'a  pas  dû  manquer  d'incitations  à 
s'occuper  de  la  théorie  des  parallèles.  Abstraction  faite  de  cette 
circonstance  que,  vers  la  fin  du  dix-huitième  siècle,  cette  question 
excitait  un  grand  intérêt  dans  un  cercle  très  étendu  (p.  21 1-21 3), 
l'on  sait  que  Ksestner  s'est  occupé  sérieusement  de  l'axiome  XI 
d'Euclide,  j  a  fait  allusion  dans  ses  Cours,  et  que  ce  fut  en  1763 
qu'il  provoqua  la  Dissertation  de  Klùgel  (p.  i4o)-  Mais  ce  qui  est 
encore  plus  significatif,  c'est  que  Boljai  avait  des  relations  d'a- 
mitié avec  un  homme  très  au  courant  des  recherches  sur  la  théorie 
des  parallèles,  le  professeur  d'Astronomie  SejfTer,  dont  nous 
avons  parlé  en  détail  dans  notre  Livre  (p.  2i4-2i5).  Cela  est  dé- 
montré, non  seulement  par  les  nombreux  souvenirs  et  demandes 
d'informations,  relatifs  à  SeylTer,  que  l'on  rencontre  dans  les  Lettres 
de  Bolyai  à  Gauss,  mais  encore  par  ce  qu'il  écrit  dans  son  auto- 
biographie :  <(  Je  fis  [le  9  juin  1799]  le  chemin  à  pied.  Le  profes- 
seur d'Astronomie  (qui  [plus  tard]  se  trouva  avec  Napoléon  à 
Austcrlitz,  où  il  était  un  de  ses  colonels  du  Génie  [Ingenieur- 
Oberts))  et  d'autres  encore  m'accompagnèrent  à  pied  jusqu'au 
premier  village  »  (*). 

Wolfgang  Bolyai  devint,  à  partir  d'avril  1804,  professeur  de 
Mathématiques,  de  Physique  et  de  Chimie  au  Collège  év.  réf.  de 
Maros  Vâsàrhely.  Les  espérances  qu'il  fondait  sur  son  travail  ne 
furent  pas  réalisées,  et  plus  tard,  malgré  tous  ses  efforts,  le  but 
qu'il  recherchait  ne  put  être  atteint.  Il  écrit  à  ce  propos  dans  son 
autobiographie  :  a  Comme  je  n'étais  pas  satisfait  de  mes  tenta- 
tives pour  démontrer  l'axiome  des  parallèles,  et  qu'après  les  avoir, 
pendantbien  longtemps,  poursuivies  jusqu'aux  limites  du  possible, 


(")  K.-F.  SeyfTcr  (1762-1822)  quitta  en  i8o5  Gottingue,  où  il  était  professeur 
extraordinaire  d'Astronomie.  De  i8o5  à  1806,  il  occupa  le  poste  d'officier  du 
Génie-topographe  au  quartier  général  de  Napoléon.  Plus  tard,  il  devint  directeur 
du  Bureau  de  Topo^'i  ;i[)Iiii>  <l  do  Slalisliquc  à  Munich.  Comparer  Aligenieine 
deutsche  Biographu 
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j'en  perdais  le  repos,  mon  feu  pour  les  Malhémaliques  s'éteignit 
et  je  me  tournai  vers  la  poésie.  »  Il  se  plaint  à  son  fils  Johann  en 
disant  :  «  Si  jadis  j'eus  pu  arriver  à  un  résultat  dans  la  question 
de  l'axiome  XI,  je  ne  me  serais  occupé  ni  de  la  construction  des 
poêles  (sic)  ni  de  l'art  poétique,  et  j'eus  été  un  homme  et  un  père 
de  famille  meilleur.  » 

W.  Bolyai  a  exposé  ses  aperçus  sur  les  principes  de  la  Géométrie 
dans  l'Ouvrage  :  Tentamen  j uventutem  studiosam  in  elementa 
Matheseos...  introducendi  [^)  dont  le  premier  Volume  parut 
en  j832,  le  second  en  i833.  Dans  le  Generalis  conspectus  Geome- 
triœ  (t.  I,  p.  44^-502),  il  rend  compte,  à  partir  de  la  page  490,  de 
ses  premiers  essais  de  démonstration  du  cinquième  postulat  d'Eu- 
clide,  et  indique  en  chaque  cas  quel  axiome  nouveau  il  est  néces- 
saire d'admettre,  pour  que  l'essai  de  démonstration  devienne  une 
véritable  démonstration.  Il  parle  en  le  plus  de  détails  d'une  ten- 
tative de  démonstration  qui  a  les  plus  grands  rapports  avec  celle 
qu'il  communique,  en  i8o4,  dans  le  Supplementum  ad  Theo- 
riam  parallelarum. 

A.  Johann,  fils  de  Wolfgang  Boljai,  né  le  i5  décembre  1802,  à 
Klausenburg,  était,  comme  l'écrit  son  père  àGauss,  le  20  juin  i83i, 
doué  d'aptitudes  étonnantes  pour  les  Mathématiques.  «  Son  père 
tint  à  conserver  lui-même  la  direction  de  ses  études  mathéma- 
tiques; »  raconte  Koloman  Szilj  (-).  «  Ses  progrès  en  Mathé- 
matiques étaient  rapides  comme  l'éclair,  et  tels,  comme  se  plaisait 
à  le  raconter  son  père,  qu'il  n'attendait  pas  la  démonstration  des 
théorèmes  et  la  donnait  lui-même  le  premier.  Il  faisait  un  bond 
vers  moi  comme  un  diable  {sic)^  disait  son  père,  et  me  priait 
d'aller  plus  vite  en  avant.  » 

Quant  au  cours  de  ses  recherches  sur  la  théorie  des  parallèles, 
Johann  Boljai  en  donna  lui-même  un  exposé  dans  une  autobio- 


(')  Une  nouvelle  et  magnifique  édition  a  été  donnée  sous  les  auspices  de 
l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Budapest,  par  M.  M.-J.  Konig  et  M.  Rhéty. 
Le  premier  Volume,  qui  vient  de  paraître  (orné  d'un  portrait  de  W.  Bolyai  ),  ne 
renferme  que  la  partie  arithmétique  du  premier  Volume  de  l'édition  originale. 
(Berlin,  Friedliinder.  —  Paris,  Gautliier-Villars  et  fils). 

(^)  Értekezések  a  mathematikai  tudomànyok  korëbol.  [Abhandlungen  aus 
deii  Gebieten  der  malhemalischen  Wissenschaften],  Bd.  \I,  Heft  9  Bu- 
dapest (i88'(). 
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graphie,   dont  M.   Franz  Schmidt  place  la  date  de  composition 
entre  i84o  et  i85  i. 

«  Il  [mon  père]  me  fit  remarquer  les  grandes  lacunes  et  Tin- 
suffisance  de  la  théorie  des  parallèles;  il  me  fit  voir  que.  bien 
que  procédant  beaucoup  mieux  que  ses  prédécesseurs,  il  n'avait 
cependant  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant  ni  de  convenable,  en 
ce  sens  qu'aucun  de  ses  nouveaux  axiomes,  dont  chacun  d'ailleurs 
suffisait  pour  démontrer  rigoureusement  l'axiome  XI,  ne  possédait 
le  degré  nécessaire  d'évidence  géométrique,  quelque  admissible  et 
justifiable  qu'il  semblât  au  premier  coup  d'œil.  Il  affirmait,  sans 
démonstration  néanmoins,  qu'il  est  impossible  de  démontrer 
l'axiome  XI;  et  en  craignant,  non  sans  raison,  que  je  pourrais  y 
passer  toute  ma  vie  vainement  et  infructueusement,  il  s'efforça  de 
toutes  les  manières  possibles  de  me  détourner  de  la  continuation 
de  mes  recherches  et  de  m'en  inspirer  l'horreur.  » 

<(  Comme  je  lui  avais  écrit,  de  l'Académie  rovale  et  impériale  du 
Génie  de  Vienne,  que  je  venais  d'entrer  dans  une  voie  pouvant 
mener  à  la  démonstration  de  l'axiome  X]  d'Euclide,  en  prouvant 
qu'une  ligne  parallèle  à  une  ligne  droite,  c'est-à-dire  une  ligne 
équidistante  d'une  ligne  droite,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  est 
également  une  ligne  droite,  et  que  j'avais  commencé,  dans  ce 
but,  par  le  développement  des  propriétés  d'une  telle  ligne  au  cas 
où  cette  affirmation  serait  fausse  ('  ),  il  me  répondit  comme  il  suit, 
dans  une  remarquable  Lettre  [la  Lettre  manque] 

«  C'est  en  1828  qu'il  [Johann]  pénétra  la  vraie  nature  de  son 
problème,  quoique  ensuite  il  ait  ajouté  des  conditions  relatives 
aux  matériaux  et  à  la  forme.  » 

Cette  affirmation  est  prouvée  et  complétée  par  une  Lettre  écrite 
deTemesvâr,  le  3  novembre  iSaS,  à  son  père,  par  Johann  Boljai. 
Dans  cette  Lettre,  écrite  en  langue  magyare  et  retrouvée  dans  les 
papiers  de  Wolfgang  Boljai,  par  M.  le  Professeur  Martin  Schmidt, 
qui  nous  en  a  obligeamment  communiqué  une  traduction,  nous 
lisons  : 


(')  Donc  Johann  Bolyai  a  suivi  dans  ses  recherches  géométriques  la  voie  qui 
avait  été  déjà  inaugurée  avec  succès  par  Saccheri  (1733)  et  Lambert  (176C). 
L.  I. 
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«  Je  suis  tout  à  fait  décide  à  publier  un  Ouvrage  sur  la  théorie 
des  parallèles,  dès  que  j'aurai  mis  les  matériaux  en  ordre  et  que 
les  circonstances  le  permettront.  Je  ne  Fai  pas  encore  fait,  mais 
la  voie  que  j'ai  suivie  a  certainement,  pour  ainsi  dire,  presque 
atteint  le  but;  le  but  même  n'est  pas  atteint,  mais  j'ai  découvert 
des  choses  si  belles  que  j'en  ai  été  ébloui;  il  serait  à  jamais  regret- 
table si  elles  étaient  perdues.  Lorsque  vous  les  verrez,  vous  le  recon- 
naîtrez aussi.  En  attendant  je  ne  puis  ici  dire  autre  chose  que  ceci  : 
J'ai  du  néant  tiré  un  nouvel  univers.  Tout  ce  que  je  vous  ai 
communiqué  jusqu'ici  n'est  qu'une  maison  de  cartes,  comparé  à 
cette  tour.  Je  suis  déjà  autant  persuadé  que  cela  me  fera  honneur 
que  si  cela  avait  déjà  eu  lieu.  » 

Dans  son  autobiographie  Johann  continue  comme  il  suit  : 

«  Il  [Johann]  communiqua  ce  travail  à  son  père,  ainsi  qu'à 
d'autres  personnes,  parmi  lesquelles  se  trouvait  M.  Johann  Wolter 
von  Eckwehr  qui  avait  été  son  professeur  à  l'Académie  du  Génie, 
dans  un  manuscrit  de  1820,  où  se  trouvait  déjà  exposé  le  principe 
de  toute  la  question  5  ce  manuscrit  sera  encore  vraisemblablement 
entre  les  mains  de  ce  dernier.  Après  s'être  rencontré  avec  son 
père,  il  s'entendit  avec  lui  pour  lui  en  fournir  une  traduction  en 
latin  qui  parut  en  1882  comme  Appendice  au  Tentamen.  Le 
Tentamen  avec  VAppendix  furent  envoyés  à  Gauss.  Sa  réponse 
arriva  six  semaines  après.  Gauss  commence  ainsi  :  11  ne  peut, 
quelque  bizarre  que  cela  puisse  sembler  au  premier  abord,  louer 
ce  travail  et  cela,  parce  que  le  louer  serait  se  louer  lui-même; 
en  effet,  le  contenu  tout  entier  de  l'Ouvrage,  la  voie  que  je  me 
suis  frayée,  comme  les  résultats  auxquels  j'ai  été  conduit,  coïn- 
cident presque  entièrement  avec  les  propres  méditations  et  re- 
cherches qui  ont  occupé  son  esprit  pendant  trente  ou  trente- 
cinq  ans.  Dans  une  première  Lettre  il  écrivait  [Gauss,  le 
2  5  novembre  1804]  :  qu'il  espérait  pouvoir  éviter  ces  écueils. 
//  espère  donc  !  !  » 

Ces  derniers  mots  révèlent  une  certaine  défiance  envers  Gauss, 
qui  sera  peut-être  expliquée  par  ces  mots  de  Koloman  Szily  : 
«  Wolfgang  et  Johann  n'étaient  pas  en  bons  termes.  Le  fils  fut  plein 
de  jalousie  et  d'ingratitude  jusqu'à  la  fin  ;  ce  ressentiment  provenait 
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de  ce  soupçon  non  justifié  que  le  père  avait  divulgué  à  Gauss  les 
idées  exposées  dans  l'Appendice  et  que  ce  dernier  voulait  alors 
ravir  au  fils  la  priorité  de  ces  conceptions.  » 

Il  est  encore  nécessaire  d'ajouter  une  remarque  à  propos  de  ces 
mots  «  Le  Tentamen  comme  VAppendix  furent  envoyés  à  Gauss.  » 
Du  premier  volume  du  Tentamen,  c'est  V Appendix  qui  fut  im- 
primé le  premier,  et  Wolfgang,  à  la  demande  de  son  fils,  envoya 
cet  opuscule  à  Gauss  pour  avoir  son  avis,  comme  le  montre  sa 
Lettre  du  20  juin  i83i. 

D'après  l'indication  même  de  W.  Boljai,  le  porteur  de  cette 
lettre  était  un  gentilhomme  hongrois,  Joseph  von  Zejck,  dont  le 
père  Daniel  von  Zejck  avait  été  étudiant  à  Guttingue  en  même 
temps  que  Gauss  et  Boljai.  Dans  la  lettre  suivante  du  6  jan- 
vier 1882,  Boljai  écrit  à  Gauss  :  «  Je  t'avais  envoyé  cet  opuscule 
en  même  temps  que  ma  première  lettre  [du  20  juin  i83i]  et  pendant 
longtemps,  durant  la  fatale  épidémie  du  choléra,  je  n'ai  pas  su  ce 
qu'il  en  était  advenu;  je  l'envoie  maintenant  par  la  poste  sous  le 
couvert  de  H.  Joseph  von  Zeyck  [alors  à  Klausenburg,  d'après 
M.  Franz  Schmidt]  en  le  priant  de  te  le  faire  parvenir.  »  Gauss 
répondit,  le  6  mars  1882  :  «  Tes  deux  lettres,  qui  me  sont  par- 
venues par  les  soins  de  M.  Zeyck,  m'ont  fait  le  plus  grand  plaisir, 
mon  vieil  et  inoubliable  ami.  Au  reçu  de  la  première,  j'ai  remis 
ma  réponse  jusqu'à  l'arrivée  de  la  deuxième,  voulant  attendre  le 
petit  Mémoire  annoncé.  » 


Laissons  maintenant   parler  eux-mêmes  les  nouveaux  docu- 
ments. 

I. 

Gauss  à  W.  Bolyai. 

Helinstedt,  le  iG  décembre  1799  (•). 
...  Je  regrette  bien  de  n'avoir  pas  profité  de  notre  voisinage  rapproché 


(')  Cette  lettre  a  été  déjà,  quant  à  ses  parties  essentielles,  publiée  par  M.  le 
Conseiller  privé  Schering,  en  1877,  à  Toccasion  des  fôlcs  du  Centenaire  de  Gauss. 
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d'autrefois,  pour  connaître  davantage  tes  travaux  sur  les  premiers  principes 
de  la  Géométrie;  je  me  serais  ainsi  certainement  épargné  bien  des  peines 
inutiles,  et  j'aurais  eu  l'esprit  plus  en  repos,  autant  que  quelqu'un  de  mon 
caractère  peut  l'avoir,  lorsqu'il  reste  encore  tant  à  désirer  relativement  à 
un  tel  sujet.  Quant  à  moi,  mes  travaux  sont  déjà  bien  avancés  (autant  que 
m'a  permis  de  le  faire  le  peu  de  temps  que  m'ont  laissé  mes  occupations 
de  nature  toute  dilïerente);  mais  la  voie  dans  laquelle  je  suis  entré  ne 
conduit  pas  au  but  que  l'on  cherche,  et  que  tu  affirmes  avoir  atteint,  mais 
conduit  plutôt  à  mettre  en  doute  l'exactitude  de  la  Géométrie. 

Je  suis,  il  est  vrai,  arrivé  à  bien  des  choses,  qui  seraient  par  la  plupart 
des  hommes  regardées  comme  une  démonstration  valable,  mais  qui,  à  mes 
yeux,  ne  démontrent  pour  ainsi  dire  rien;  par  exemple,  si  l'on  pouvait 
démontrer  l'existence  possible  d'un  triangle  rectiligne,  dont  l'aire  serait 
plus  grande  que  toute  surface  donnée,  je  serais  alors  en  état  de  démontrer 
avec  une  rigueur  parfaite  toute  la  Géométrie. 

La  plupart,  il  est  vrai,  voudraient  donner  à  cela  le  rang  d'un  axiome,  moi 
non;  il  serait  bien,  en  effet,  possible,  quelque  éloignés  entre  eux  que  l'on 
choisisse  les  trois  sommets  du  triangle  dans  l'espace,  que  son  aire  fût  néan- 
moins toujours  inférieure  (infra)  à  une  limite  donnée.  Je  possède  quel- 
ques théorèmes  pareils,  mais  je*ne  trouve  en  aucun  d'eux  quelque  chose 
de  satisfaisant.  Fais-nous  donc  bientôt  connaître  ton  travail  ;  tu  auras 
acquis  alors  droit  à  la  reconnaissance,  mais  non  pas  celle,  il  est  vrai,  du 
gros  du  public  (auquel  appartiennent  cependant  nombre  de  gens  regardés 
comme  d'habiles  mathématiciens);  je  m'aperçois,  en  effet,  davantage 
chaque  jour  que  le  nombre  des  vrais  géomètres  est  extrêmement  restreint, 
et  que  la  plupart  des  gens  ne  sont  capables  ni  de  porter  un  jugement  sur 
les  difficultés  de  pareils  travaux,  ni  même  de  les  comprendre;  mais  jouis 
de  la  reconnaissance  de  tous  ceux  dont  l'opinion  seule  peut  avoir  effecti- 
vement du  prix  pour  toi! 

Il  se  trouve,  à  Brunswick,  un  émigré  nommé  Ghauvelot,  qui  n'est  pas 
mauvais  géomètre,  et  qui  prétend  avoir  complètement  établi  la  théorie  des 
droites  parallèles;  son  travail  sera  imprimé  bientôt,  mais  je  n'en  attends 
rien  de  bon.  Dans  les  A rchiçes  de  Hindeburg,  neuvième  Partie,  se  trouve 
également  une  nouvelle  recherche,  d'un  certain  Hauff,  sur  le  même  sujet; 
c'est  au-dessous  de  toute  critique. 


II. 


W.  Bolyai  à  Gauss. 

Marcs  Vàsârhcly,  le  i6  septembre  1804. 
Il  m'est  venu  l'idée,  au  lieu   d'attendre   plus  longtemps  {noniuu  an- 


-  13  - 

nuni)  ('),  une  occasion  favorable  de  l'envoyer  quelque  chose.  Je  ne  t'en- 
voie que  des  demi-feuilles,  pour  que  ma  lettre  ne  soit  pas  suspecte  ('). 

Sous  le  couvert  de  celle-ci,  je  t'envoie  ma  théorie,  de  Gôttingue,  rela- 
tive aux  parallèles;  par  la  poste  suivante  je  voudrais  t'envoyer  les  prin- 
cipes de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie;  cela  peut  aller  jusqu'à  trois 
courriers  ;  si  le  système  lui-même  pouvait  t'intéresser,  j'en  serais  très  heu- 
reux. J'ai  laissé  de  côté  cette  théorie  pendant  environ  trois  ans,  car  les 
événements  m'ont  empêché  d'y  travailler;  j'ai  dû  maintenant  la  reprendre 
en  vue  de  l'enseignement  et  je  l'ai  renfermée  dans  un  espace  plus  restreint. 
Je  ne  puis  y  découvrir  d'erreurs;  éprouves-en  l'exactitude  et  écris-moi  le 
plus  tôt  possible;  écris-moi  tes  objections;  dis-moi,  ou  si  je  me  suis  mal 
exprimé,  ou  peut-être  trop  en  abrégé;  je  l'ai  fait  écrire  par  un  étudiant, 
car  je  n'écris  pas  bien,  mais  j'ai  eu  de  la  peine  à  corriger  les  fautes  et  il 
peut  encore  m'en  être  échappé  dans  quelques  lettres.  Ici,  il  n'y  a  aucun 
goût  pour  ce  genre  de  choses;  aussi  suis-je,  en  général,  exécré  parles 
prétendus  savants  arriérés  d'ici.  Si  tu  juges  que  ce  petit  opuscule  en  vaut 
la  peine,  envoie-le  à  une  Académie  capable  de  le  juger  et  de  lui  donner  le 
sceau  de. son  approbation.  Je  suis  préparé  à  entendre  des  jugements  défa- 
vorables, aussi  je  ne  disconviens. pas  que  je  n'aurais  pas  encore  publié  cela, 
si,  pour  pouvoir  vivre  en  paix  parmi  mes  nombreux  critiques,  il  n'avait  pas 
fallu  hasarder  quelque  réputation  extrinsèque.  Tu  sais,  n'est-ce  pas,  ce  que 
dit  Hamlet  :  «  The  spurns,  that  patient  merit  of  th'unworthy  lakes  ». 


m. 

Gauss  à  W.  Bolyai. 

Brunswick,  le  25  novembre  1804. 

Maintenant,  . .  .*  encore  quelque  chose  à  propos  de  ta  Communication 
géométrique.  J'ai  lu  ton  Mémoire  avec  le  plus  grand  intérêt  et  la  plus 
grande  attention  et  j'ai  été  vraiment  réjoui  de  la  profonde  perspicacité 
dont  tu  fais  preuve.  Mais  ce  n'est  pas  une  louange  inutile  que  tu  désires; 
celle-ci,  à  un  certain  point,  pourrait  aussi  sembler  partiale,  car  la  marche 
de  tes  idées  a  beaucoup  de  similitude  avec  celle  que  j'ai  autrefois  moi-même 
employée  dans  la  recherche  de  la  solution  de  ce  nœud  gordien,  recherche 
vaine  encore  jusqu'ici.  C'est  seulement  mon  jugement  sincère  et  sans  dé- 
tour que  tu  désires.  Le  voici  :  ta  méthode  ne  me  satisfait  pas  encore.  Je 
vais  chercher  à  mettre  en  pleine  lumière,  avec  toute  la  clarté  possible,  la 
pierre  d'achoppement  que  j'y  trouve  encore  (et  qui  appartient  aussi  au 


(')  Nonum  prcmatur  in  annitm  (Horace).  (L.  L.). 

(-')  Bolyai  craignait  le  cabinet  noir  du  Gouvernemenl  autrichien.  (I^.  !..)• 
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même  groupe  d'éciieils  sur  lesquels  ont  échoué  jusqu'ici  mes  propres  re- 
cherches). J'ai  cependant  toujours  l'espoir  que  ces  écueils  finiront,  avant 
la  fin  de  ma  vie,  par  me  livrer  enfin  passage.  Mais  j'ai  ici,  en  ce  moment, 
tant  d'autres  affaires  en  train,  que  je  ne  puis  actuellement  y  penser;  crois- 
moi,  cela  me  réjouirait  du  fond  du  cœur,  si  tu  me  devançais  et  si  tu  réus- 
sissais à  surmonter  tous  les  obstacles.  Je  ferais  alors,  avec  le  plus  grand 
plaisir,  tout  ce  que  je  puis  pour  faire  reconnaître  ton  mérite  et  pour  le 
mettre  en  pleine  lumière.  J'arrive  maintenant  à  la  question. 

A  toutes  les  autres  conclusions,  je  ne  trouve  aucune  objection  essen- 
tielle à  faire  :  ce  qui,  pour  moi,  n'est  pas  concluant,  c'est  simplement  le 
raisonnement  dans  l'A-rticle  XIII.  Tu  supposes  ici  prolongée,  d'une  ma- 
nière indéterminée,  une  ligne  II.  ...  kdefg  ...  formée  de  segments  tous 
rectilignes  et  égaux  kd^  de,  ef,  fg,  etc.,  et  oii  les  angles  kde,  def, 
efg,  etc.,  sont  égaux  entre  eux,  et  tu  veux  démontrer  qu'en  procédant 
ainsi  plus  ou  moins  longtemps  II  devra  nécessairement  dépasser  k^.  A 
cet  effet,  tu  fais  tourner  la  ligne  droite  kdco  =  Q,  autour  de  k,  du  côté 
où  est  situé  II,  en  sorte  qu'elle  passera  successivement,  en  le  rencontrant, 
de  chaque  côté  du  polygone  II  au  côté  suivant.  Tu  fais  voir  à  merveille 
que  Q,  passant  à  la  façon  d'échelons  par  d,  e,  /,  g,  etc.,  se  rapproche 
chaque  fois  davantage  de  /cep;  contre  tout  ceci,  aucune  objection  à  faire; 
mais  maintenant  tu  continues  ainsi  : 


Fig. 


«  Quapropter  Q  moveri  potest  modo  prescripto,  usque  dum  in  kc^^'cc 
pervenerit  ...  »  et  voilà  la  conclusion  qui  ne  me  semble  pas  évidente.  De 
ton  raisonnement,  à  mon  avis,  il  ne  s'ensuit  pas  le  moins  du  monde  que 
l'angle,  autour  duquel  Q  ...  (i),  en  cheminant  le  long  d'un  côté  de  II 
qui  se  rapproche  de  /co,  ne  devienne  pas  toujours  moindre;  de  la  sorte, 
l'agrégat  de  tous  les  rapprochements  successifs,  quel  que  fût  leur  nombre, 
pourrait  bien  ainsi  n'être  jamais  [suffisamment]  grand  pour  amener  Q 
en  k(f;  si  tu   pouvais  démontrer  que   dke  =  ekf  =  /kg,    etc.,    alors    la 


(')  Ici  se  trouvent  des  lettres  devenues  illisibles  par  l'effet  de  l'usure  d'un  pli 
dans  le  papier  de  la  lettre. 
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chose  serait  nette  et  claire.  Le  théorème  est  du  reste  exact,  mais  difficile 
à  démontrer  en  toute  rigueur  sans  présupposer  d'avance  la  théorie  des 
parallèles.  On  pourrait  donc  toujours  appréhender  que  les  angles  dke^ 
ekf^fkg^  etc.  ne  diminuassent  successivement. 

Si  cela  avait  lieu  {exempll  gratlâ  seulement)  en  progression  géomé- 
trique, de  sorte  que  l'on  eût  ekf  —  ^  x  dke,  fkg  =  ^  dke^  etc.  {^  étant 
plus  petit  que  i),  alors  la  somme  de  tous  les  rapprochements,  quelque 
grand    que    l'on    prenne   leur    nombre,    resterait    toujours   inférieure   à 

j-  X  ekf^  et  cette  limite  pourrait  encore  alors  être  toujours  inférieure 

à  l'angle  droit  dk^.  Tu  as  exigé  de  moi  un  jugement  sans  détour;  je  te 
l'ai  donné,  et  je  te  répète  encore  l'assurance  que  cela  me  ferait  le  plus 
grand  plaisir  si  tu  surmontais  toutes  ces  difficultés. 


IV.' 

W.  Bolyai  à  Gauss. 

Marcs  Vâsârhely,  le  20  juin  i83i. 

[Mon  fils]  est  déjà  lieutenant  en  premier  dans  le  Corps  du  Génie  et 
sera  bientôt  capitaine  ;  c'est  un  beau  garçon,  un  virtuose  sur  le  violon; 
il  est  fort  en  escrime  et  brave,  mais  il  s'est  souvent  battu  en  duel,  et  c'est 
encore  un  militaire  un  peu  trop  bouillant,  mais  aussi  un  parfait  galant 
homme  :  de  la  lumière  dans  les  ténèbres,  des  ténèbres  dans  la  lumière. 
Il  est  passionné  pour  les  Mathématiques  et  possède  pour  elles  de  rares 
aptitudes  d'esprit,  il  est  maintenant  en  garnison  à  Lemberg;  il  a  pour  toi 
la  plus  grande  vénération,  il  est  capable  de  te  comprendre  et  de  t'appré- 
cier.  C'est  à  sa  demande  que  je  t'envoie  ce  petit  opuscule  de  lui;  aies  la 
bonté  de  le  juger  avec  tes  yeux  si  perspicaces,  et,  dans  la  réponse  que 
j'attends  impatiemment,  écris-moi  ton  arrêt  sans  ménagement.  C'est  le 
premier  commencement  de  mon  œuvre  qui  est  sous  presse;  j'aurais  bien 
voulu  t'envoyer  le  premier  Volume,  mais  il  n'est  pas  encore  publié. 

[A  rintérieiir  de  l'enveloppe  de  la  lettre,  W.  Boljai  écrit 
encore  ce  qui  suit]  : 

A  mon  avis,  dans  l'opuscule  de  mon  fils,  u  est  construit  géométrique- 
ment (c'est-à-dire  où  a  ne  coupe  pas  la  première  fois  6,  pour  c  =  l'unité 
de  la  droite)  mais  la  grandeur  de  m,  de  o  à  R  (le  premier  exclus,  le 
second  inclus),  n'est  pas  déterminée.  Et  chaque  théorème  en  Géométrie  ou 
bien  dépend  de  m,  ou  bien  en  est  indépendant  ;  par  exemple,  au  §  26,  la  Tri- 
gonométrie sphérique  est  établie  indépendamment  de  w,  de  même  que  l'aire 
de  la  sphère  ou  de  la  zone,  etc.   Mais  tout  ce  qui  dépend  de  u  sera  ox- 
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primé  par  une  certaine  fonction  de  u,  où  rien  ne  reste  indéterminé 
hormis  la  grandeur  de  u  et  sera  vrai  pour  chaque  valeur  subjectivement 
possible  de  u.  Ainsi,  quand  on  a  pour  un  certain  cas  f{ii)=y,  et  que  ii 

Fig.  2. 


C=  1 


est  représenté  par  l'abscisse  (croissante  de  o  à  R)  et  ^  par  l'ordonnée 
correspondante,  alors  la  grandeur  de  y  sera  donnée  par  l'expression 
générale  qui  dépend  de  m,  pour  chaque  valeur  de  u  et  aussi  à  la  limite 
pour  u  ='R.  Il  se  sert  de  certaines  lettres  majuscules  et  minuscules;  elles 
sont  d'ailleurs  toutes  de  certaines  fonctions  de  u\  il  eût  été  plus  élégant 
et  plus  clair  de  les  exprimer  ainsi,  puisque  cela  se  déduit  aisément  du 
travail  même;  du  reste,  cette  façon  de  parler  ne  diffère  que  par  les  mots 
seuls  de  ce  qui  se  trouve  dans  l'Ouvrage.  A  la  fin,  il  fait  voir  que,  si  u 
n'est  pas  égal  à  R,  l'on  a  la  quadrature  du  cercle. 


V. 


Maros  Vasârhely,  le  i6  janvier  i832. 


[W.  Bolyai  envoie  à  Gauss  l'Appendice,  et  écrit  à  cette  occa- 
sion] : 

Mon  fils  était  absent  lorsque  son  Travail  a  été  imprimé,  il  a  fait  cor- 
riger les  erreurs  (dans  VErrata  à  la  fin).  J'en  ai  corrigé  la  plupart  à  la 
plume,  pour  t'éviter  cet  ennui.  Il  m'écrit  de  Lemberg  qu'il  a  depuis 
rendu  beaucoup  d'endroits  plus  simples  et  plus  élégants,  et  qu'il  a  dé- 
montre l'impossibilité  de  déterminer  a  priori  si  l'axiome  XI  est  vrai  ou 
non. 
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VI. 


Gauss  à  W.  Bolyai. 

Gôttingue,  le  6  mars  i832. 

. .  .   Parlons  maintenant  un  peu  du  travail  de  ton  fils. 

Si  je  commence  en  disant  que  je  ne  puis  louer  ce  travail,  tu  pourras 
l)ien  un  instant  reculer  d'étonnement;  mais  je  ne  puis  dire  autre  chose; 
le  louer  serait  me  louer  moi-même;  en  effet,  le  contenu  tout  entier  de 
l'Ouvrage,  la  voie  qu'a  frayée  ton  fils,  les  résultats  auxquels  il  a  été  con- 
duit coïncident  presque  entièrement  avec  mes  propres  méditations  qui 
ont  occupé  en  partie  mon  esprit  depuis  déjà  trente  à  trente-cinq  ans. 
Aussi  ai-je  été  complètement  stupéfait.  Quant  à  mon  travail  personnel, 
dont  d'ailleurs  j'ai  confié  peu  de  chose  jusqu'ici  au  papier,  mon  intention 
était  de  n'en  rien  laisser  publier  de  mon  vivant.  En  effet,  la  plupart  des 
hommes  n'ont  pas  l'esprit  juste  sur  les  questions  dont  il  s'agit,  et  j'ai 
trouvé  seulement  bien  peu  d'entre  eux  qui  prissent  un  intérêt  particulier 
à  ce  que  je  leur  ai  communiqué  à  ce  sujet.  Pour  pouvoir  prendre  cet 
intérêt,  il  faut  d'abord  avoir  senti  bien  vivement  ce  qui  fait  essentielle- 
ment défaut,  et  sur  ces  matières  la  plupart  des  hommes  sont  dans  une 
obscurité  complète.  C'était,  au  contraire,  mon  idée  de  mettre,  avec  le 
temps,  tout  ceci  par  écrit  afin  qu'au  moins  cela  ne  périsse  pas  avec  moi. 

Aussi  est-ce  pour  moi  une  agréable  surprise  de  voir  que  cette  peine 
peut  maintenant  m'être  épargnée,  et  je  suis  rempli  d'une  joie  extrême 
que  ce  soit  précisément  le  fils  de  mon  vieil  ami  qui  m'ait  devancé  d'une 
manière  si  remarquable. 

Je  trouve  les  notations  très  précises  et  propres  à  abréger  le  discours; 
cependant  je  crois  qu'il  serait  bon,  pour  quelques-unes  des  notions  prin- 
cipales, de  choisir  non  seulement  des  symboles  ou  lettres  mais  encore 
une  terminologie  déterminée,  et  j'ai  déjà  depuis  assez  longtemps  pensé 
à  de  pareilles  désignations.  Tant  que  l'on  ne  fait  que  réfléchir  aux  ques- 
tions au  moyen  de  l'intuition  directe,  l'on  n'a  besoin  ni  d'appellations,  ni 
de  symboles;  ils  ne  deviennent  nécessaires  que  lorsque  l'on  veut  éclairer 
les  autres  hommes.  L'on  pourrait,  par  exemple,  donner  à  la  surface  que 
ton  fils  désigne  par  F  le  nom  de  parasphère ;  à  la  ligne  L  le  nom  de 
paracycle;  ce  sont,  en  principe,  la  surface  de  la  sphère  et  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  est  infini.  On  pourrait  nommer  hypercycle  le 
complexe  de  tous  les  points  équidistants  d'une  droite  située  dans  le 
même  plan  qu'eux;  de  même  l'on  pourrait  parler  d'une  hypersphèrc.  Mais 
tout  cela  n'est  qu'une  question  accessoire  sans  importance.  La  chose  prin- 
cipale c'est  le  fond  et  non  la  forme. 

Dans  quelques  parties  de  ces  recherches,  j'ai  suivi  une  autre  voie; 
comme  spécimen,  je  joins  ici   une  démonstration  purement  géomélri<juc 
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(esquissée  à  grands  traits)  de  ce  théorème  que  la  quantité  dont  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  diffère  de  iSo''  est  proportionnelle  à  l'aire  du 
triangle. 

I.  Le  complexe  de  trois  droites   ab^  cd,  e/,  telles  que  l'on  ait  ab  !|]  de, 

Fig.  3. 


cû^lll^/,  e/|||è<2,  forme  une  figure  que  je  nomme  T.   L'on  peut  démontrer 
que  cette  figure  est  toujours  située  dans  un  plan. 

n.  Cette  partie  du  plan  qui  est  située  entre  (i)  les  trois  droites  ab,  cd, 
ef,  possède  une  aire  finie  déterminée;  désignons-la  par  t. 

in.  Deux  droites  aô,  ac  se  coupant  en  a  sous  un  angle  cp,  l'on  peut 
déterminer  une  troisième  droite  de  telle  sorte  que  l'on  ait  ab  |||  ed, 
ac^de;  alors  de  est  aussi  située  dans  un  plan  avec  ab  et  ac,  et  l'aire  de 

Fig.  4. 


a  surface  comprise  entre  ces  droites  est  finie,  et  ne  dépend  que  de 
'angle  o.  Évidemment  en  S,  de  et  bac  ne  forment  qu'une  ligne  droite 
lorsque  ^  =  180°,  et,  par  conséquent,  la  valeur  de  cette  aire  s'évanouit  en 
même  temps  que  180^— (j).  L'on  posera  donc,  en  général,  que  l'aire 
=  F(i8o" — <p),  F  désignant  un  symbole  fonctionnel, 

IV.  Théorème.  —  On  a  toujours 

F((p)-hF(i8o"— cp)  =  (. 

La  démonstration  est  donnée  par  la  figure,  où  bac  —  cp,  bad  =  180" —  o, 


(')  Dans  une  exposition  complète,  il  faut  aussi  que  des  mots  tels  que  «entre» 
soient  ramenés  à  des  définitions  claires,  cela  s'entend  de  soi,  mais  c'est  ce  que 
e  n'ai  jamais  trouvé  nulle  part. 
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ac'i^fe,   ef\^ab,    abl\hg,    ad^\gh,   et    où    l'aire   est  inscrite    en    encre 

rouge  (1). 

Fig.5. 


N  .  Théorème.  —  L'on  a  toujours 

F(<p)  +  F(^}>)H-F(i8o''— 9  — t|;)  =  ^. 

La  démonstration  se  voit  clairement  sur  la  figure  (G),  où  les  trois  por- 
tions d'aire  (i),  (2),  (3)  ont  pour  valeur 

(i)  =  F(i8o"-cp-4.), 
(2)  =  F(cp), 

et  leur  somme  est  =  t. 


VI.  Corollaire.  —  On  a,  par  conséquent, 

F(ç)4-F(4/)=  i—  F(i8o"  — cp  — <|/)=  F(cp  +  4;), 
d'(jù  l'on  conclut  facilement  que 

F(9)_ 

L'I  <jut'  (■(•Ile-ci 


? 


const. 


180"' 


(') 


f  )  cf  [«'(iKo"—  9)  qui  sont  supposés  inscrits  en  encre  roupie. 

(L.  \..y 
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VII.  Théorème,  —  L^aire  cVun  triangle  dont  les  angles  sont  A,  B.  C 
est 

i8o"  — (A-i-B  +  C) 


180" 
Kig.  7. 


X  /. 


La  figure  fournit  la  démonstration.  On  a,  pour  l'aire, 

J'ai  voulu  ici  simplement  esquisser  la  démonstration,  sans  aucun  travail 
de  la  lime,  et  le  temps  m'a  manqué  jusqu'ici  pour  la  polir.  Tu  es  libre  de 
la  communiquer  à  Ion  fils  ;  je  te  prie,  en  tout  cas,  de  le  saluer  cordiale- 
ment de  ma  part  et  de  l'assurer  de  ma  haute  estime  ;  propose-lui  en 
même  temps  de  s'occuper  du  problème  suivant  : 

Déterminer  le  volume  du  tétraèdre  {espace  encadré  par  quatre 
plans). 

Puisque  la  surface  d'un  triangle  peut  être  assignée  si  aisément,  on  eut 
pu  s'attendre  à  trouver,  pour  le  volume  précité,  une  expression  également 
simple  ;  mais  cette  attente,  paraît-il,  a  été  déçue. 

Pour  traiter  la  Géométrie,  dès  les  débuts,  d'une  manière  bien  ordonnée, 
il  est  indispensable  de  démontrer  la  possibilité  de  l'existence  du  plan.  La 
définition  habituelle  renferme  trop  de  choses  et  implique  déjà  un  théo- 
rème à  proprement  dire  tacite.  L'on  doit  s'étonner  que  tous  les  écrivains, 
depuis  Euclide  jusqu'à  nos  jours,  se  soient  mis  à  l'œuvre  d'une  façon  si 
négligente.  Mais  cette  difficulté  est  d'une  [nature]  complètement  diffé- 
rente de  celle  qui  consiste  à  faire  la  distinction  entre  211  et  S,  et  clic  n'est 
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pas  très  difficile  à  lever.  Probablement,  sur  ce  sujet,  je  trouverai  ton  livre 
satisfaisant. 

Par  l'impossibilité  où  l'on  est  de  distinguer  a  priori  entre  2  et  S,  se 
trouve  précisément  démontré  le  plus  clairement  que  Kant  a  eu  tort 
d'affirmer  que  l'espace  est  seulement  la  forme  de  notre  intuition.  J'en  ai 
indiqué  une  raison  tout  aussi  probante  dans  une  petite  Note  qui  a  paru 
dans  les  Gôttingische  Gelehrte  Anzeigen,  en  i83t,  Partie  64-,  p.  6*25  (*  ). 
Peut-être  ne  regretteras-tu  pas  de  prendre  la  peine  de  te  procurer  ce 
Volume  des  G.  G.  A.  (que  tout  libraire  de  Vienne  ou  de  Ofen  [Budapest] 
te  fournira),  car,  parmi  d'autres  choses,  tu  y  trouveras  exposée,  en  deux 
pages,  la  quintessence  de  mes  idées  relativement  aux  grandeurs  imagi- 
naires. 

VII. 

W.  Bolyai  à  Gauss. 

Maros  Vâsârhcly,  le  20  avril  i835. 

[W.  Boljai  envoie  à  Gauss  les  deux  Volumes  du  Tentamen... 
et  écrit,  entre  autres  choses]  : 

A  la  fin  du  deuxième  Volume,  à  côté  de  l'explication  de  beaucoup  de 
notions  données  dans  le  premier  Volume  se  trouve  aussi  une  certaine  réu- 
nion des  deux  trigonométries,  suivant  les  idées  de  mon  fils.  J'aurais  volon- 
tiers imprimé  la  solution  relative  au  tétraèdre  (trouvée  par  mon  fils  une 
année  avant  la  publication  de  son  Appendix)\  mais  les  formules  que  j'y 
ai  vues  étaient  trop  compliquées  et  je  ne  les  connais  pas  bien.  Avant  tout, 


(')  Gauss  fait  allusion  à  l'analyse  de  son  Mémoire  :  Theoria  residuorum  bi- 
quadraticorum ;  Commentatio  secunda,  qu'il  publia  dans  les  G.  G.  A.  II  y  dit  à 
la  page  687  (Gauss,  ÛE'Mt'/'es,  t.  II,  p.  177;  1876)  :  «  Cette  distinction  entre  la  droite 
et  la  gauche  serait...  en  soi  complètement  déterminée,  si  toutefois  nous  pouvions 
communiquer  notre  intuition  de  cette  distinction  à  d'autres  seulement  par  une 
preuve  reposant  sur  les  ôtres  matériels  en  présence  effective  desquels  l'on  serait.  » 
Gauss  ajoute  en  note,  au  bas  de  la  page  :  «  Les  deux  remarques  ont  été  déjà 
faites  par  Kant,  mais  on  ne  conçoit  pas  comment  ce  philosophe  perspicace  pouvait 
croire  trouver  dans  la  première  une  démonstration  de  son  opinion,  que  l'espace 
est  seulement  une  forme  de  notre  intuition  extérieure,  puisque  la  deuxième  re- 
marque démontre  si  clairement  le  contraire,  et  que  l'espace  doit  avoir  une  signi- 
fication réelle  indépendamment  de  notre  mode  d'intuition.  »  Kant,  en  1783,  dans 
les  Prolegomena  zu  einer  jeden  kiinftigen  Metaphysik  (§  13),  a  cherché  à  em- 
ployer l'existence  de  figures  symétriques  pour  la  démonstration  de  l'idéalité  de 
l'espace,  tandis  qu'en  i7G8,dans  le  Mémoire  Von  dem  ersten  Grunde  des  Unter- 
schiedes  der  Gegenden  im  liaume,  il  avait,  de  cette  même  remarque,  déduit  «  la 
réalité  effective  de  l'espace  absolu.  » 
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j'aurais  aimé  à  faire  imprimer  la  démonstration  qu'il  est  absolument  im- 
possible à  l'esprit  humain  d'affirmer  si  l'axiome  XI  est  vrai  ou  faux  ;  mon 
fils  prétend  en  avoir  la  démonstration  évidente  ;  d'ailleurs,  je  ne  puis  en- 
core démontrer  que  l'existence  aussi  bien  que  la  non-existence  de  cette 
proposition  peut  être  compatible  avec  les  autres  axiomes  d'Euclide,  et  que 
l'on  a  ainsi  deux  systèmes  différents  (chacun  valable  quant  à  soi),  chose 
que  je  sais  déjà  être  vraie  depuis  bien  des  années.  Mais  il  s'agit  de  savoir 
aussi  s'il  n'y  pas  un  autre  axiome,  d'importance  au  moins  égale  à  celui 
qu'Euclide  et  les  autres  admettent  tacitement,  et  que  l'on  doit  admettre 
comme  vrai  dans  les  deux  systèmes.  Ce  que  que  j'ai  fait  avant  mon  fils  se 
trouve  dans  le  Tome  I,  p.  488 


SUPPLÉMENT. 
Wolfgang  Bolyai  à  Sartorius  von  Waltershausen. 

Mâros-Vâsârhely,  le  i3  juillet  i856. 

Je  partis  alors  pour  Vienne...  une  circonstance  particulière  me  fit 

passer  d'abord  par  léna...  Je  ne  suivis  pas  de  cours  de  Mathématiques, 
mais,  me  promenant  seul  sur  les  bords  de  la  Saale,  à  l'aide  des  souvenirs 
éparpillés  dans  ma  mémoire,  je  commençai,  sans  livres,  à  spéculer  sur  les 
principes  des  Mathématiques,  et  comme  je  pensais  à  faire  aussi  quelque 
chose,  ce  fut  sur  ces  bords  de  la  Saale  que  prirent  leurs  premières  racines 
ces  idées  que  je  cherchai  plus  tard  à  raffiner  et  à  étendre.  De  léna,  je  me 
rendis  à  Gottingue  ;  c'est  là  que,  chez  le  bienveillant  professeur  Seyffer, 
je  vis  GaussjDOwr  la  première  fois,  et  moi,  avec  mon  peu  de  savoir,  j'eus 
l'audace  de  lui  tenir  des  discours  (résonnant  comme  un  tonneau  vide), 
sur  le  peu  de  profondeur  du  traitement  des  principes  des  Mathématiques, 
relativement  à  la  multiplication,  la  division,  l'élévation  aux  puissances..., 
la  ligne  droite,  le  plan,  les  égalités  à  leurs  divers  points  de  vue,  et  ainsi 
de  suite.  Après,  nous  nous  rencontrâmes  chacun  seul,  sur  les  remparts; 
nous  nous  promenions  ensemble,  nous  nous  donnions  rendez-vous,  et 
bientôt  nous  nous  enrôlâmes  ensemble,  en  frères,  sous  le  drapeau  de  la 
vérité.  Depuis  lors,  c'est  avec  moi  qu'il  venait  ainsi,  le  plus  souvent,  se 
reposer  de  ses  profonds  travaux  ;  il  n'en  parlait  jamais  ni  d'avance,  ni 
même  quand  ils  étaient  accomplis  ;  une  seule  fois  j'aperçus  en  lui  une  sa- 
tisfaction modérée,  ce  fut  lorsqu'il  me  donna,  comme  souvenir,  un  petit 
Tableau  où  il  avait  inscrit  les  calculs  des  Disquisitiones  arithmeticœ, 
art.  G62,  relatifs  au  polygone  de  17  côtés. 

Nous  allâmes  aussi  tous  les  deux,  à  pied,  voir  ses  parents  à  Brunswick; 
sa  mère  me  demanda  si  son  fils  deviendrait  quelque  chose  ;  en  entendant 
ma  réponse  :  le  premier  mathématicien  de  l'Europe!  elle  fondit  en 
larmes. 
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Correspondance  de  Gauss  et  W.  Bolyai  Cj. 


Gauss  a  Bolyai. 

1 Brunswick,  29  sept.  1797. 

2 »  21  avril  1798. 

i »  3o  sept.  1798. 

4 »  29  nov.  1798. 

5 »  9  janvier  1799. 

6 »  22  avril  1799. 

7 »  17  mai  'TQQ- 

8 »  29  mai  1799. 

0 Helmstedt,  16  déc.  1799. 

10 Brunswick,  3  déc.  1802. 

11 »  20  juin  i8o3. 

12 »  28  juin  i8o'j. 

13 Brunswick,  25  nov.  1804. 

14 Gôttingue,  20  mai  1808. 

15 »  2  sept.  1808. 

If) Gôttingue,  6  mars  i83r>. 

17 »  23  octobre  i83G. 

18 »  20  avril  1848. 


Bolyai  a  Gauss. 


1.  Gôttingue,  3i  octobre  1798. 

2.  »  3o  déc.  1798. 

3.  »  4  mars  1799. 

4.  »  20  mars  1799. 

5.  »  9  avril  1799. 

6.  »  12  mai  1799. 

7.  »  20  mai  1799. 

8.  »  27  mai  1799. 

9.  Pesth,  II  sept.  1799. 

10.  Clauscnburg,  i3  avril  1800. 

11.  Domâld,  II  sept.  1802. 

12.  Clauscnburg,  24  février  i8o3. 

13.  Domàld,  1"  mars  1804. 

14.  Maros  Vàsàrhely,  16  sept.  1804. 

15.  »  18  déc.  1807. 

16.  »  27  déc.  1808. 

17.  »  10  avril  1816. 

18.  Maros  Vàsàrhely,  -20  juin  i83i. 

19.  Maros  Vàsàrhely,  16  j'ànv.  i832. 

20.  Maros  Vàsàrhely,  20  avril  i835. 

21.  »  4  oct.  i835. 

22.  »  3  oct.  i836 

23.  »  i8janv.  1848. 

24.  »  6fév.  i853. 


(')  La  date  et  le  lieu  d'origine  des  lettres  dont  nous  venons  de  communiquer 
les  extraits  sont  imprimés  dans  cette  Table  en  caractères  italiques. 


(  Rxlrait  du  Bulletin  des  Sciences  ntathém.,  2"  série,  t.  XXI  ;  août  1897.  ) 
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